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Resumen

La estabilidad lateral de un vehiculo ha sido estudiada en exten-
so, y desde hace mucho implementada en muchos vehiculos. Menor
atencion ha merecido el analisis de la tracciéon longitudinal , aunque
algunos fabricantes disponen ya de sistemas de ayuda para circular
en diversos tipos de terrenos deslizantes (arena, nieve) y mantener la
estabilidad del vehiculo en descensos pronunciados. En este articulo
presentamos un modelo de traccién de un vehiculo sobre una cur-
va cualquiera, sometido a deslizamiento y rozamiento, y encontramos
condiciones generales para la detencién del vehiculo.

1. Ligadura de contacto

Las ecuaciones de Lagrange para un sistema de particulas cuya
configuracién se expresa en funciéon del minimo nimero de coordena-
das generalizadas son

=)=+ == —0. 1
dt aqj an+8Qj Q] ()

d <8L> OL  OF
donde L es la funcién de Lagrange y @; las fuerzas generalizadas
que no derivan de una funcién potencial. F es la funcién de disipacion
de Rayleigh. En primer lugar, estamos interesados en la ligadura que
mantiene a la particula (vehiculo) de masa m sobre una curva arbitra-
ria y = f(z). Cuando se tiene en cuenta esta ligadura, basta una sola
coordenada generalizada, que puede ser y. Si suponemos que z,y(x)
son coordenadas independientes, las ecuaciones de Lagrange son
i(@_L)_@_L 8£ Aa—SDZQj (2)
dt 8(]]' aqj' aqj' aqj'



donde ¢(x,y) = y—f(z) = 0 es la ligadura a la que estd sometida la
particula y A se identifica con la fuerza que hace efectiva tal ligadura.
Con estas premisas, las ecuaciones del movimiento son

mi —Nf' + ki = uy
my+mg+A+ky = wuy (3)

donde u, y u, son las fuerzas generalizadas segin los ejes coor-
denados. Si u es el médulo de la fuerza, siendo su direccién en todo
momento tangente a la curva, es claro que

uy = hu
u, = hf'u (4)

Interesa expresar la ligadura en funcién de la velocidad y acelera-
ci6én de la particula medidas sobre la curva y(x). De

y = flz)
gy = flo)
i = f@)i’+ f(2)i (5)
junto con
§* =i+ ¢ (6)
se sigue
T = hs

(7)

En lo sucesivo, omitiremos la dependencia de f y sus derivadas
respecto a z. Hemos introducido h=2 = 1 + f’* Derivando (6):

$8 = X + gy (8)
sustituyendo & y v, tras algunas manipulaciones
i = h(s — 3 5 (9)

De la segunda de las ecuaciones del movimiento, sustituyendo y
reordenando:



N\ = 32 [mhzf”(hzf/z—l)} —ék‘hf/—l—(uy—mg) (10)

Puesto que A se identifica con la fuerza de ligadura que mantiene a
la particula sobre la curva, la pérdida de contacto se producira cuando
sea A = 0. Obtenemos de ahi un primer criterio de optimalidad para
la traccion: que sea siempre A # 0. Escribiendo la condicién de ”des-
pegue” en una situacién en que la aceleracién lineal es nula, § = 0,
como
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podemos hacer un analisis cualitativo en funcién de las derivadas
f"y f”. Este andlisis es més sencillo si se toma k — 0. Distinguimos
cuatro casos, suponiendo siempre que es u, —mg < 0:

= Cuando f' >0y f” >0, $2 < 0. Esto implica que la condicién
A = 0 no tiene solucién real para ningun valor de la velocidad y
que por tanto la particula permanece siempre en contacto con la
curva. Es el caso en que el vehiculo asciende por una pendiente
que se incrementa progresivamente.

» Cuando f/ <0y f” >0, 5> > 0. Existe por tanto solucién real,
luego existe una velocidad a la que el vehiculo pierde contacto
con la curva. Es el caso en que se asciende una pendiente que se
suaviza progresivamente.

= Cuando f/ < 0 f f” > 0, 5> < 0 y de nuevo es imposible la
pérdida de contacto. Es el caso de un vehiculo que desciende una
pendiente que se suaviza progresivamente.

» Cuando f/ < 0y f” < 0, $> > 0. Existe una velocidad para
la que se produce pérdida de contacto. Corresponde al caso de
un vehiculo que desciende una pendiente que se hace mas y mas
abrupta

2. Dinamica con deslizamiento

Procedemos ahora a plantear y resolver formalmente el problema
dindmico. Para ello, introduciremos en nuestro modelo el efecto del
deslizamiento sobre la superficie. Nuestra hipdtesis es que el desliza-
miento depende de la pendiente de la curva y de un factor caracteristi-
co de la superficie. Ambas hipotesis se integran en una sola expresion
suponiendo que la fuerza efectiva de traccién w esta en relaciéon con
la fuerza de auto-propulsion a través de la expresién:



w=u(l—af?) (12)

Con esto, las ecuaciones del movimiento, junto con la ligadura, se
escriben:

mi — Af' + ki = w, = hw, = hu(l — af')
my+mg+A+ky = wy:hf’wy:hf'u(l—af’2)
y = f(z) (13)

Despejando A de la segunda, usando la tercera para encontrar las
derivadas de y, sustituyendo A(Z, Z) en la primera y reordenando:

i+ p(x)i? + %x = g(x)u — h3g (14)

donde hemos hecho

plx) = W f'f"
g(z) = B(1—af?)1+f) (15)

Una solucion formal se encuentra cuando el vehiculo asciende por
una pendiente constante, f' = f{, en cuyo caso f”’ =0y

k
.. r._ _ h2 16
I+ ma: gou 69 (16)

Introduciendo variables de estado

r, =
Tro = T (17)
tenemos
. 0 1 0
T = x + 18
! [o—%]x [qou—hag] 18)
La solucién es conocidas:
t
(1) = eAT(0) + / AT 5 () dr (19)
0
con
0
v(t) = 20
" lqou@)—hag] 20



y donde la matriz exponencial es
1 %(Senh(%t) - cosh(%t) +1)

0 cosh(£¢) — senh(Z¢)

3. Ecuacién del movimiento

La introduccién de las dos coordenadas (z,y) nos ha permitido
anteriormente obtener una expresion para la ligadura de contacto.
Puesto que una de ellas es supérflua, sustituyendo en la lagrangiana
y = f(z) e y = f'& encontramos la ecuacién del movimiento

k
G4 R 2 4+ Sd = hd (1 — af?) — gf B2 (22)
m
con v’ = u/m. En funcién del elemento de linea, siendo

2

2 =q% 492 (23)

se sigue que

P2 = p232

i = hi— RS2 (24)

de donde

g_flf/lh3/2$l/2+h3flfl/$2+%é:ul(l_afIQ)_gflh (25)

Investiguemos a partir de aqui en qué condiciones puede el vehiculo
avanzar con velocidad lineal constante, § = 0. Poniendo & = $/2:

k
m
Cuando el desplazamiento se realiza a lo largo de una pendiente
constante, es decir, con f” = 0:

k
Z6? = ht/ (1 — af’®) — ghf' (27)
m

que relaciona la pendiente, la velocidad lineal y la fuerza por uni-
dad de masa que desarrolla el vehiculo. Volviendo a la ecuacién cudarti-
ca;



ko1 2_h_3/2d_1—af/2 / g

.4 .
o+ Eth/f//U h2f fI w+ h2 fV =0 (28)
Llamando
k 1
P = Ehgf/f//
_h—3/2
1—af?
R = —u of + 7 (29)

h2 f/ f// h2 f//
de acuerdo con la teoria de ecuaciones cudarticas, escribimos el re-
solvente ctibico como

t3 4 2Pt + (P2 —4R)t —Q* =0 (30)
0
Z3+aZ +b=0 (31)
siendo
1 2 2
a = 5[3(P —4R) — 4P7]
1
b = 2—7[16P3 — 18P(P? — 4R) — 27Q? (32)
con Z=t—sys= —%P, y calculamos la cantidad
a’ b
A= o7 + T (33)

Segin sea A > 0, A =0 o A < 0 se obtienen distintas raices Z;.
En el primer caso, la raiz real del resolvente es

(Lova)(Lova)” (34)

FEn el segundo, existen las raices

b 1/3
4 = 2(3)
b 1/3
2 - (3)
b 1/3
Zy = (5) (35)
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En el tercero:

Z1 = FEcos(¢/3)
Zy = FEcos(¢/3+m/3)

Zs = FEcos(¢/3+21/3) (36)
con
—a
y
cos ¢ = b : (38)
2/-5

Llamando R’ a la rafz real maxima (siempre existe al menos una
raiz real) de entre Z; + s, la ecuacién cuértica queda finalmente redu-
cida a

(6° + VR +£)(6> — VR'6 + 5) (39)
1 ;o Q
§_2<P+R \/ﬁ) (40)
Yy
_1 9
ﬁ—2<P+R+\/ﬁ) (41)

que una de las raices de los factores cuadraticos sea nula, implica
que sean o bien £ = 0 o bien § = 0. Para cada punto de la trayectoria,
siendo (P, @, R) funciones de la pendiente y de su derivada, de v’ y
de g, las ecuaciones £ = 0 y 6 = 0 determinan puntos de equilibrio
dindmico sobre la curva.



